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Resumen

El objetivo de esta investigacion es estudiar los efectos que la correlacion entre las variables in-
tensidad y duracion de la precipitacion tiene sobre la funcion de densidad de probabilidades de la
altura de precipitacion. Se deducen nuevas expresiones para la funciéon de densidad y para los mo-
mentos de primero y segundo orden de esta variable.

En la primera parte se presentan las nuevas expresiones de la funcién de densidad de probabili-
dades, la esperanza matematica y la varianza de la altura de precipitacion, deducidas a partir de
una funcién de densidad de probabilidades bivariada propuesta por Gumbel (1960) que considera
la correlacion mencionada.

En la segunda parte se discuten los resultados al aplicar las nuevas expresiones a series de preci-
pitaciones observadas en escalas horaria y diaria y se demuestra la importancia de considerar la
correlacion para preservar los momentos de primero y segundo orden.

Los estadisticos de Kolmogorov-Smirnov y Cramér-von Mises se utilizan para medir las distancias
entre las dos distribuciones acumuladas estimadas con el modelo de Gumbel (con y sin correla-
cion) y la distribucion empirica de los datos de precipitacion.

Finalmente, se presenta la comparacion entre los momentos de primero y segundo orden de la al-
tura de precipitacion estimados usando las nuevas expresiones y las propuestas por Cordova y
Rodriguez-Iturbe (1985).
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INTRODUCCION

El objetivo de estetrabajo es estudiar los efec-
tosdelacorrelacion entre las variablesintensidad y
duracién sobre lafuncion de densidad de probabili-
dades y los momentos de la atura de la precipita-
cién. En esta propuesta se aplica e modelo de pre-
cipitacion de pulsos rectangulares con una funcion
de densidad de probabilidades bivariada (Gumbel,
1960), que incluye la correlacion entre laintensi-
dad y la duracion de los eventos de precipitacion,
con un intervalo de-0.25 a 0.25. El modelo se apli-
ca a distintas series histéricas de altura de precipi-
tacion en escalas de tiempo horariay diaria

Coérdova y Rodriguez-lturbe (1985) incluyen
la correlacion entre laintensidad y la duracién en

las expresiones de los momentos de primero y se-
gundo orden de la dtura de precipitacion y del es-
currimiento superficial, utilizando una funcion de
densidad de probabilidades bivariada propuesta por
Nagao y Kadoya (1971). Cérdovay Rodriguez-
[turbe (1985), en escala horaria, obtuvieron valores
positivos para los coeficientes de correlacion entre
laintensidad y la duracién y demuestran la impor-
tancia de este coeficiente en las expresiones de la
mediay la varianza de la altura de precipitacion y
del escurrimiento superficial.

Bacchi et a. (1994) utilizan una funcion de
densidad de probabilidades bivariada (Gumbel,
1960), con un intervalo del coeficiente de correla-
cién comprendido entre 0y -0.4, para representar
las intensidades y duraciones de eventos extremos
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de precipitacion y muestran laimportancia de con-
siderar la correlacion negativa para la simulacion
de valores extremos que son principalmente utili-
zados en hidrologia urbana.

Idam et a. (1990) investigan la capacidad de
un modelo de precipitacion estocastico puntua de
pulsosrectangulares, paratener en cuentalas carac-
teristicas estadisticas subyacentes del proceso en
distintas series de precipitaciones horarias en lare-
gion central de ltaia

METODOLOGIA

En esta investigacion se aplica la funcion de
densidad de probabilidades bivariada propuesta por
Gumbel (1960), para representar la relacién entre
las variables deatorias intensidad y duracion y es-
tudiar los efectos de su correlacion sobre lafuncién
de densidad de probabilidades y los dos primeros
momentos de la altura de precipitacion.

Lafuncién de densidad de probabilidades bi-
variadaes:

(i,t,) = adexp(—(cti + dt,)) [1+ e(2exp(-oti) —

1)(2exp(-dt,) - 1)] (1)
donde:
a: inversa del valor medio de la intensidad
[T/L]

0: inversadel valor medio deladuracion [1/T]
i: intensidad de la precipitacion [L/T]

t - duracion de la precipitacion [T]

€:parametro relacionado con e coeficiente de
correlacion p entrelaintensidad y laduracion

(p =2/4)

con las siguientes funciones de densidad de proba-
bilidades marginal es exponenciales:

(i) = aexp(—ou) @
f(t,) =0exp(-0t,) 3)

A partir de lafuncion de densidad de probabi-
lidades bivariada (1) se deducen las expresiones de
los primeros momentos de |la altura de precipita-
cion:

h=1t, @)
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= f : f Omitrocéexp(—(aﬂ ot ) (5)
- [1+ e2exp(=aii) - 1)(2exp(-dt,) —1)]di dt,

E[ h2 f f (it)) océexp(—(ou+ o))

- [1+ e(2exp(-ai) - 1)(2exp(-dt,) 1) |di dt,

Las expresiones deducidas para la esperanza
matematicaE[ h]y de E[ h?] son:

4+¢ 8+ 5S¢
E[h]l=— (1a E[}F]= (7b)
L] 4 L] 201282
siendo lavarianza de la aturade la precipitacion:
Var[ h]=E[p’]-E*[ ] ®)
)
Var[h]=w 9)

160287
La funcion de densidad de probabilidades de

ladturade precipitacion h, se obtiene apartir dela
funcion de distribucion acumulada F, (h):

F, = [7f 1 fa)dia, o

_dEy(h)
Sy =4

Reemplazando en la ecuacion (10) la expre-
sion de la funcion de densidad bivariada (1), y re-
solviendo la ecuacion (11) con respecto ala dtura
de precipitacion h se obtiene:

(11)

(12)
fH(m—*S(jg”{ AOIe) oy (2@)+K(2J$)]}
225 200

2 { 5 K (2720 + 22k 4 +K0(4m)]} :
268 200

VI () - 200 (2 ST 2T

donde K () eslafuncion Bessel modificada de or-
denv.

Informacion basica utilizada

Paralaaplicacién del modelo de precipitacion
es necesario estimar |os momentos de primer orden
de laintensidad y la duracion de los eventos inde-
pendientesy € coeficiente de correlacion.
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L os pardmetros de la nueva funcion de densi-
dad de probabilidades bivariada se estiman con las
series de precipitacion observadas en distintas esta-
ciones ubicadas en la cuenca del arroyo Tapal qué.
La cuenca presenta un area extensa de |llanura con
algunas ondulaciones debido a las sierras Negra y
Dos Hermanas, la superficie es de 1560 km?, con
pendientes medias comprendidas entre 1.2 a5.0 %o.
Para el periodo 1988 - 1997 |a precipitacion media
anual es de 900 mm, latemperatura maximamedia
anual de 21° C y |la temperatura minima media
anual de 7.8° C. En laTablaN°1 se presentaun re-
sumen de lainformacion basica que se utiliza para
estimar |os parametros del nuevo modelo delafun-
cién de densidad de probabilidades de la altura de
precipitacion (ecuacion 12).

Tabla N° 1 Caracteristicas de las series de precipitacion estudiadas

Tabla N° 3 Momentos estimados para la serie observada en Du-
rafiona, escala diaria

Desvio

Variable Estardar

Media |

i (mm/dia) 13.62 14.32
t (dias) 1.39 0.71
h (mm) 19.51 23.08

Tabla N°4 Momentos estimados para la serie observada en Chi-
llar, escala diaria

] Desvio
Variable Estardar
i (mm/dia) 13.94 13.96
t (dias) 1.39 ‘ 0.74
h (mm) 19.74 23.64

Tabla N°5 Momentos estimados para la serie observada en 16
de Julio, escala diaria

Escala Nimero de
temporal eventos s N Desvio
Olavarria Horaria 227 Variable Media Estardar
Duranona Diaria 2921 i (mm/dia) 16.14 14.83
Chillar Diaria 2966 t (dias) 1.31 0.64
16 de Julio Diaria 1014 h (mm) 21.49 22.60

Analisis de la informacion de precipitacion

En escalahoraria, la separacion de eventosin-
dependientes de precipitacion, serealizacon el mé-
todo propuesto por Cordovay Bras (1981), consis-
tente en definir un periodo sin ocurrencia de preci-
pitacion de doce horas entre eventos. Ademés en
este andlisis no se consideran |os pulsos cuyaatura
sea menor que 2.5 mm. El periodo analizado co-
rresponde alos meses octubre - abril, que eslaépo-
cade mayor precipitacion del afio y también cuan-
do ocurren las crecidas en la cuenca.

En escala diaria se adopta un periodo sin ocu-
rrencia de precipitacion de un dia para la separa-
cion entre los eventos, no se consideran las precipi-
taciones menores a 2.5 mm y los datos anaizados
son de todo € afio.

EnlasTablasN° 2 a5 se presentan lamediay
el desvio estandar estimados para las cuatro series
de precipitacion en las dos escalas de tiempo estu-
diadas.

Tabla N° 2 Momentos estimados para la serie observada
en Olavarria, escala horaria

. N | Desvio
Variable Media Estirdar
i (mm/h) 9.86 14.13
t (horas) ‘ 3.92 ‘ 3.72

h (mm) 23.98 21.68

Estimacion de los parametros del modelo

Para las series de medicion de precipitacion
estudiadas, una vez realizada la separacion de los
eventos, se estiman |os parametros de las dos fun-
ciones de densidad de probabilidades marginales
exponenciales y € coeficiente de correlacion, los
cuales se presentan en laTabla N° 6.

Tabla N° 6 Pardmetros del modelo de precipitacion

Parametros
a(h/mm) [ &(1/h)
0.101 0.255 -0.278
1.762 0.030 0.063
1.722 0.030 0.040
1.487 0.032 0.034

diaria
diaria
diaria

Chillar
16 de Julio

Seresdliza, con laecuacion (13), laestimacion
del intervalo de confianza del coeficiente de corre-
lacion, Draper y Smith (1981). EnlaTablaN° 7 se
presentan |os coeficientes de correlacion entre la
intensidad y la duracién y sus intervalos de con-
fianza paralas distintas series estudiadas.

(13)

1
Lo (H_r)ﬂ(l_q) {L}z L (1+_p)
2 \1-r 2) ln-3 2 \1-p
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donde:
r : coeficiente de correlacion muestral
n : tamafio de lamuestra
1-a : nivel de confianza del intervalo
Z : variable normal estandar.

Tabla 7. Coeficientes de correlacion e intervalos de confianza

Coeficien-| Intervalo de
te de co- confianza
rrelacio (95 %)

Olavarria | horaria -0.278 |-0.394 -0.153
Duraiiona diaria 0.063 |[-0.115 0.237

Chillar diaria 0.040 [-0.138 0.215
16 de Julio [ diaria 0.034 |[-0.144 0.210

En escaladiaria, laestimacién delos distintos
intervalos de confianza del coeficiente de correla-
ciénentrelaintensidad y laduracién paralas series
observadas en |as estaciones Durafiona, Chillar y
16 de Julio muestran que losinterval os de confian-
zadel coeficienteincluyen a cero.

En escala horaria, el intervalo de confianza
del coeficiente de correlacion estimado paralaserie
observada en Olavarria, muestra que este coefi-
ciente es significativamente distinto de cero y justi-
ficad interés de estudiar su influencia sobre €l ni-
vel de gjuste alcanzado por € nuevo modelo.

Enlasfiguras lay 1b se muestrael efecto que
la correlacion entre laintensidad y la duracion tie-
ne sobre laformade lafuncién de densidad de pro-
babilidades bivariada de Gumbel para dos casos:
p=0y p=-0.25.

a=0.101 hjmm
d=0.255 1/

f (i,tr)

duracién (h)

intensidad (mm/h)

Figurala. Funcion de densidad de probabilidades bivariada (p = 0)

a=0.101 h/mm
d=0.255 1/,

£ (i,tr)

duracién (h)

intensidad (mm/h)

Figura 1b. Funcién de densidad de probabilidades bivariada
(p=-0.25)
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RESULTADOS OBTENIDOS

EnlaTabla8 se presenta unacomparacion en-
tre las estimaciones que se obtienen con las nuevas
expresiones, que consideran la dependencia entre
laintensidad y la duracion de laprecipitacion, y los
valores de lamediay € desvio estandar estimados
a partir de la serie histérica horaria observada en
Olavarria.

Tabla 8. Comparacién de los primeros momentos para la serie

de Olavarria

Media Desvio estandar

Obser- | Estimada | Estimada| Obser- | Estimado | Estimado
vada p=0 p<0 vado p=0 p<0

2398 | 38.62 | 28.64 | 21.68 | 66.89 | 37.39

L os resultados muestran que los momentos de
la atura de precipitacion estimados bajo 1a hipote-
sis de independencia sobrestiman considerable-
mente a los valores historicos. Se observa que €l
nuevo modelo se gjusta mejor a los datos observa
dos, aunque ambos sobrestiman la dispersion.

A continuacioén se presentan los resultados
que muestran laimportancia del coeficiente de co-
rrelacion entre laintensidad y laduracion de lapre-
cipitacion en e gjuste delafuncion de distribucion
acumulada de |a altura de precipitacion.

En la Figura 2 se presentan las funciones de
distribucién acumuladas estimadas para los coefi-
cientes de correlacion -0.25y 0, y lafuncion de
distribucion acumulada empirica.
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h observado —=—h estimado p=0 —a—h estimado r = -0.25

Figura 2. Funciones de distribucién acumuladas de la altura de
precipitacion en la serie Olavarria

La figura anterior muestra que € gjuste de la
funcién de distribucion acumulada mejora al in-
cluir la correlacion entre laintensidad y la dura-
cion, aunque ambos model 0s muestran una tenden-
cia a sobrestimar la proporcion de valores atipicos
0 muy grandes.
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Se han calculado dos medidas de distanciaen-
tre las dos funciones de distribucién acumuladas
estimadas con el modelo de Gumbel (cony sin co-
rrelacion) y ladistribucion empirica. En laTabla9
se presentan losresultados de aplicar ladistanciade
Kolmogorov-Smirnov (ecuacion 14) y la de Cra-
mér-von Mises (ecuacion 15).

_
Dn—n}izlx[ . Fx(XJ.)] (14)
12
j-=
W = F(Xj)——2 +L (15)
= n 12n

donde:
D, distancia de Kolmogorov-Smirnov
W distancia de Cramér-von Mises
X, aturade precipitacion observada
F (X)): funcién de distribucion acumulada de
ladturade precipitacion
j : nimero de orden
n: tamafio de la muestra.

Tabla 9. Comparacion de las funciones de distribucion acumulada

de la altura de precipitacion en la serie Olavarria, escala horaria.

-0.25 0.18 2.25
0.00 0.21 3.16

L os resultados de |a tabla anterior muestran
cuantitativamente el efecto del coeficiente de co-
rrelacién sobre las dos distancias utilizadas. Ambas
distancias muestran que la funcién de distribucion
gueincluye la correlacion estad mas cercade laem-
pirica.

Findmente, se andiza el gjuste de lafuncion
de densidad de probabilidades tedrica a conjunto
de observaciones, superponiendo la funcion de
densidad gjustaday el histograma de los datos. Pa-
ra que la comparacion sea factible es necesario
cambiar laescalade lafuncién de densidad de pro-
babilidades o ladel histogramadetal maneraquee
area total de las barras sea igual a uno, Wilks
(1995).

Se redliza un histograma con los datos de al-
tura de precipitacion horaria en la estacion Olava-
rriay en la Figura 3 cada barra del histograma re-
presenta la cantidad de ocurrencias de la variable
en estudio en cadaintervalo dividido por e ancho
del mismo.

Las curvas corresponden a las funciones de
densidad de probabilidades de |a atura de precipi-
tacion utilizando la funcién de densidad bivariada
de Gumbel, parap =0y p =-0.25.
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0,00
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B Empirica — -P =0 —A—P=-0,25

Figura 3. Funciones de densidad de probabilidades de la altura de
precipitacion

En lafigura anterior se observa que e guste
acanzado con lafuncion de densidad de probabili-
dades de la altura de precipitacion que incluye la
correlacion entrelaintensidad y laduracion, esme-
jor que & obtenido bajo la hipétesis de independen-
cia

Con € proposito de estudiar lainfluencia que
la expresion de la funcion bivariada tiene sobre los
momentos de |a atura de precipitacidn, se compa
ran | as estimaciones de | os dos primeros momentos
de la serie histérica observada en Bocond, Vene-
zuela, con los estimados usando dos modelos: € de
Cordovay Rodriguez-Iturbe (1985), que utilizauna
funcién de densidad de probabilidades bivariada
propuestapor Nagao y Kadoya, y € considerado en
este trabgjo con las nuevas expresiones deducidas
usando la funcion de densidad bivariada de Gum-
bel, ecuaciones 7y 9, Tabla 10.

Tabla 10. Comparacién de los estadisticos de la altura de precipi-
tacion en Boconé (Venezuela)

Estadisticos | Obser- [Nagao y Kadoya®

deh WM P=0(pZ0|p=0|pZ#0

Media (mm) |[4.39 | 3.37 | 4.38 | 3.37 | 4.20

Desvio estandar

(mm)
* Datos obtenidos de Cérdova y Rodriguez-Iturbe (1985)

9.05|5.84 | 7.47

Los resultados de la Tabla 10 indican que la
funcién de densidad de probabilidades de la altura
de precipitacion que utiliza la funcion bivariada
propuesta por Gumbel, muestra un desvio estdndar
més cercano a estimado con |os datos observados
que laque utilizalafuncién bivariada de Nagao y
Kadoya (1971) para un coeficiente de correlacion
entre laintensidad y laduracion distinto de cero.
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CONCLUSIONES

Los resultados del trabgjo incluyen la estima-
cion del coeficiente de correlacion entre laintensi-
dad y la duracion de la precipitacion para escalas
diariay horariay muestran que el coeficiente es
significativamente distinto de cero solamente para
la serie de datos de precipitacion en escala horaria.
Este dltimo resultado fundamenta que €l estudio de
las precipitaciones se haya centrado en esta escala
de tiempo y permitird considerar |os efectos de la
correlacion entre la intensidad y la duracion de la
precipitacion sobre e escurrimiento superficial en
escal as temporales pequefias, Cérdova y Rodri-
guez-lturbe (1985).

Se estudié lainfluenciadelacorrelacion entre
ambas variables sobre laformay los momentos de
lafuncion de densidad de probabilidades delaaltu-
rade precipitacion, en escalahoraria. El andisisin-
cluyo la comparacion gréfica de las funciones de
densidad de probabilidades y de las funciones de
distribucion acumuladas, con'y sin correlacion, con
la empiricay mostré un mejor gjuste al incluir e
NUEVO parametro.

Para evaluar el mejor gjuste de la funcién de
densidad de probabilidades queincluye la correla-
cién, se estimaron dos medidas de distancia entre
las distribuciones tedricas y la empirica (distancias
de Kolmogorov-Smirnov y Cramér-von Mises).
L os resultados obtenidos mostraron cuantitativa-
mente laimportanciade incluir e nuevo pardmetro
sobre € gjuste de la funcion de densidad de proba-
bilidades delaaturade precipitacién alas observa
ciones historicas.
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K 0 funcién Bessel modificadade orden v.

r  coeficiente de correlacion muestral.

D, distanciaKolmogorov-Smirnov.
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